第 五 章 射影 几何 初步 


如 果 我 们 将 在 空中 对 地 球 ( 设想 为 平面 ) 进行 拍摄 ， 则 在 不 同 的 点 
人 问 ， 两 张 照片 的 对 应 点 所 构成 的 映射 是 什么 
对 ? 


局 部 上 看 ， 它 将 直线 变 成 直线 ， 其 实 它 不 是 仿 射 映射 ! 它 是 比 仿 射 
映射 更 广 的 一 类 映射 ， 称 为 射影 映射 。 仿 射 映射 被 三 个 不 共 形 的 三 点 
及 其 对 应 点 所 唯一 决定 ， 而 射影 映射 是 被 四 个 一 般 位 置 的 点 及 其 对 应 
点 所 唯一 决定 。 这 个 性 质 可 以 用 于 地 图 的 拼接 。 


81 射影 平面 


设 二 和 了 z 是 空间 中 的 两 张 不 同 的 平面 ，O 是 平面 外 一 个 点 光源 . 
从 O 点 出 发 的 每 条 光线 将 一 张 平面 上 的 点 投射 到 另 一 张和平 面 上 ,我 们 
称 它 为 以 O 为 中 心 的 投影 


如 果 忆 和 了 导 平行 则 上 述 中 心 投影 O : 忆 一 民 建立 了 两 个 平面 
间 的 1-1 对 应 ， 容易 看 出 ， 映 射 O : 荆 一 工 将 直线 映 成 直线 ， 它 是 从 
忆 到 的 一 个 仿 射 映射 . 


如 果 宇 和 了 不 平行 (参见 图 1.1 )， 这 时 大 部 分 光线 依然 将 了 上 
的 点 投射 到 上 ,并 将 习 上 的 直线 映 成 上 的 直线 ， 但 这 时 有 例外 
事情 发 生 . 如 果 我 们 过 O 点 作 忆 的 平行 平面 交 民 于 直线 1 过 O 点 作 
2 的 平行 平面 交 2 于 直线 六 则 发 现 ; 上 的 点 没有 被 投射 到 平面 交 
上 ， 而 且 ! 上 的 点 在 平面 忆 上 没有 投射 点 . 


通过 进一步 的 观察 , 我 们 发 现 , 所 有 平面 上 过 直线 ! 上 一 点 书 的 
直线 被 映 成 平面 2 上 的 平行 线 ， 而 平面 忆 上 的 一 组 平行 线 被 投射 成 
平面 冯 上 的 一 组 直线 , 它们 相交 于 直线 / 上 的 一 点 已 (参见 图 1.2 )， 


定理 1.1( Desarques) 如 果 两 个 三 角形 的 对 应 顶点 连 线 交 于 一 点 ， 
则 它们 对 应 边 的 交点 共 线 ， 


为 了 证 明 Desarques 定理 ， 我 们 应 用 一 个 射影 变换 小 ， 它 将 图 1.3 
中 的 直线 妃 F 映 成 无 穷 远 直线 L. 这 时 上 述 图 形变 成 以 下 图 形 


我 们 用 已 代表 点 已 在 乡下 的 像 点 ， 因 为 玉 , 忆 et, 即 看 CI 平 
行 于 肋 C4 ， 省 C4 平行 于 区 C2 所 以 有 
d(O0,4) ad(OCD) 0 2) 


dO49) ddO0C9) dOB9) 


故 4481 也 平行 于 42B2 ， 即 ZE l-. 于 是 刀 , 己 , 玉 落 在 无 穷 远 直 
线 l<- 上 , 由 此 推出 忆 , 互 ,下落 在 直线 BF = 人 (<) 上 .定理 证 毕 . 


定理 1.2 ( Pappus 定理 ) 设 41, Bl,C1 和 42, Ba2, C2 为 共 线 的 两 组 
点 . 设 41B 和 42Bi 的 交点 为 M, 41C2 和 42C1 的 交点 为 W，BiC2 
和 2C1 的 交点 为 5 则 AI， 人 也 三 点 共 线 . 


通过 中 心 投影 ， 问 题 可 化 为 : 如 果 41 B。 与 42BPi 平行 ， 且 41C2 
与 42C1 平行 ， 则 必 有 BiCs 与 BzC1 平行 . 


为 了 使 得 中 心 投射 成 为 平面 间 的 1-1 对 应 ,我们 需要 在 每 张 平 面 上 
增加 一 些 “无 穷 远 点 “， 使 之 成 为 ”射影 平面 “. 具体 的 做 法 如 下 : 


人 在 平面 每 个 直线 方向 atD)] 上 增加 一 个 无 穷 远 点 co(1); 


( 如 果 ! 与 上 平行， 则 有 co(D) = co(), 即 平行 的 直线 有 相同 的 无 
穷 远 点 ; 

(ii) 如 果 ! 与 不 平行 ， 则 有 co() 六 co(), 即 不 平行 的 直线 有 不 同 
的 无 穷 远 点 ， 


定义 1.1 记 所 有 无 穷 远 点 构成 的 集合 为 !<. 我 们 称 集合 P(2) = 
2UI- 为 射影 平面 ， 称 /- 为 无 穷 远 直线 . 

根据 以 上 的 定义 ， 我 们 得 到 以 下 的 

命题 1.1 

(iD 射影 平面 上 任何 两 点 确定 唯一 一 条 直线 ; 

(i 射影 平面 的 任何 两 条 不 同 直线 有 唯一 的 交点 ; 


(和 ) 中 心 投影 是 P(Z) 到 已 一) 的 11 对 应 ， 它 将 PCZ) 中 的 直线 映 
成 PCZ') 中 的 直线 . 


射影 平面 的 几何 实现 : 


定义 2.1 设 %:P(Z) 一 P(2) 为 射影 平面 间 的 一 个 1-1 对 应 . 如 果 
少将 P(Z) 中 的 直线 映 成 P(2) 中 的 直线 ， 则 称 % 是 一 个 射影 映射 . 
特别 当 民 = 忆 时 ， 我 们 称 射影 映射 为 射影 变换 ， 

设 和 了 z 是 空间 中 两 张 不 同 的 平面 ， 则 平面 外 一 点 O 的 中 心 投 
影 0 : P(D) 一 P(2) 是 一 个 射影 映射 . 

命题 2.1 设 : P(Z) 一 P(Z') 为 射影 映射 , 则 加 : PC) 一 P(OD) 
也 是 射影 映射 . 

证 明 如 果 存 在 P(2) 某 条 直线 / 上 的 三 点 {P', 9 尼 } ， 使 得 已 = 
0 (COP)JQ@=g (II 和 忆 =4g( 忆 ) 在 PC) 上 不 共 线 . 则 { 己 Q,R} 
中 必 有 一 个 非 无 穷 远 点 . 不 妨 设 此 点 为 己 点 . 则 直线 PQ 和 P 尽 是 两 
条 不 同 的 直线 ， 交 点 为 已. 因为 % 为 射影 映射 ， 它 将 直线 映 成 直线 ， 
所 以 WPQ) =7 和 WPR) =/ 设 X 是 PD) 上 的 任意 点 .过 X 
可 引 直 线 ! 交 直 线 PQO 于 了 , 交 PR 于 2G(7Y 关 忆 2 关 忆 .这 时 有 


gU) = 9%Y2) = 六 于 是 推出 %X) 六 即 几 PC)) CA 这 与 少 为 二 
对 应 相 矛 盾 . 故 ”一 定 将 直线 映 成 直线 . 

推论 2.1 射影 平面 上 的 所 有 射影 变换 构成 一 个 群 ， 称 为 射影 变换 
群 ， 记 为 PGZ(3). 

设 风 :也 一 工 是 一 个 仿 射 映射 , 则 人 将 三 上 的 每 条 直线 ! 映 成 忆 
上 的 一 条 直线 /我们 规定 Woeo()) = co(). 因为 仿 射 变换 乡 将 与 ? 
平行 的 映 成 与 ! 平行 的 直线 ， 所 以 这 个 规定 是 合理 的 . 于 是 ， 仿 射 映 
射 风 :了 一 开 可 以 唯一 地 扩充 成 为 一 个 射影 映射 少 : 已) 一 已 (Z)， 

反之 ， 如 果 一 个 射影 映射 % : P(Z) 一 已 2), 它 将 无 穷 过 直线 Co 
点 映 成 无 穷 远 直 线 C%. 由 于 % 也 是 射影 映射 ， 它 将 直线 L 映 成 直 
线 lc. 故乡 将 平面 三 的 点 1-1 对 应 到 2 内 的 点 ， 并 将 直线 映 成 直 
线 ， 为 开 到 怀 的 一 个 仿 射 映射 ， 而 射影 映射 % : P(2) 一 P(2) 是 由 
这 个 仿 射 映射 扩充 而 成 的 . 

定义 2.2 我 们 称 

4 如 = 地 :PPO) 一 P)109EPCL3) 0 = 


为 P(Z) 上 射影 变换 群 的 仿 射 子 群 . 


命题 2.2 设 ! 是 射影 平面 P(2) 上 的 一 条 直线 . 则 存在 射影 变换 
4:PZ) 一 P(2), 它 将 ! 映 成 无 穷 远 直线 4-. 
证 明 取 与 直线 ! 平行 且 与 平面 2 相交 的 平面 2. 在 空间 中 取 一 点 O 
使 得 它 与 ! 张 成 的 平面 与 2 平行 . 其 中 我 们 可 以 使 得 ! 不 落 在 2 上 ， 
且 O 点 不 落 在 ! 和 习 上 . 则 中 心 投影 O : P(Z) 一 P( 忆 ) 将 直线 1 映 成 
P(2) 上 的 无 穷 远 直 线 2. 取 定 一 个 仿 射 变换 水 : P(2Z') 一 P( 2) ， 它 
将 lo 映 成 <. 则 射影 变换 =%oeoO :PC) 一 P(2) 将 直线 ! 映 成 无 
穷 远 直 线 L。. 

记 取 PP 为 空间 中 所 有 过 O 点 的 直线 构成 的 集合 . 因为 及 P2 中 的 每 
条 直线 交 射 影 平面 P(Z) 于 唯一 的 一 点 ， 其 中 过 O 点 且 平 行 于 平面 忆 
的 一 条 直线 恰 对 应 到 P(Z) 的 一 个 无 穷 远 点 (图 1.3) ， 于 是 射影 平面 
书 了 2) 与 可 以 及 P2 等 同 起 来 . 我 们 记 这 个 1-1 对 应 为 c : P(Z) 一 及 P2. 


定义 2.3 设 P(Z) 是 一 个 射影 平面 . 记 P*(2) 是 P(2) 上 所 有 直线 
构成 的 集合 . 取 定 平面 2 外 一 点 O , 我 们 定义 1-1 对 应 P(Z) 一 P*(2) 
如 下 : 对 任何 4 e P(2), 记过 O 点 且 垂 直 于 直线 O4 的 平面 与 平面 忆 
截 出 的 直线 为 4* e 已"(2). 我 们 称 映射 4 全 4 为 射影 平面 的 一 个 对 
偶 对 应 , 

命题 2.3 对 偶 对 应 将 落 在 直线 4* 上 的 点 {Bl, Bz，… , B} 对 应 成 
交 于 点 4 的 直线 {B1, 本 ,，B7}， 特别 地 ， 两 点 连 线 变 成 对 应 两 线 
的 交点 . 

推论 2.2(Desarques 对 偶 定 理 ) 如 果 两 个 三 角形 对 应 边 交 点 共 线 ， 
则 它们 对 应 顶点 的 连 线 交 于 一 点 . 


推论 2.3(Pappus 对 偶 定理 ) 设 12,l3 和 120 为 两 组 共 点 直 
线 。1 与 多 的 交点 和 站 与 52 交点 的 连 线 为 好 1 与 六 的 交点 和 史 
与 /2 交点 的 连 线 为 个, 1 与 0 的 交点 和 时 与 43 交点 的 连 线 为 峭 , 则 
1 过 同一 个 点 . 


几何 直观 工 给 定 射 影 平 面 P(2) 上 任意 两 组 处 于 一 般 位 置 的 四 点 
{4, BCDT 和 {4B CD ， 存 在 射影 变换 少 ， 它 将 {4, B,C,D)} 
分 别 对 应 到 {4 ,BC D， 


几何 直观 工 射影 平面 上 顶 圆 、 双 曲线 和 抛物 线 射影 等 价 . 


我 们 记 GZ(3) 为 所 有 以 O 为 不 动 点 的 空间 仿 射 变 换 构成 的 变换 
群 . 任何 一 个 再 < GZL(3) 诱导 映射 下 :及 P2 一 RP2 ， 并 且 对 任何 实数 
入 0 有 和 和 二 下 :及 P2 及 P2 

命题 2.4 对 任何 划 < GL(3) 来 说 ， 四 = orloEoc:P) 一 P(O) 
是 一 个 射影 变换 . 

命题 2.5 任 给 一 个 仿 射 变换 % : 世 一 2, 存在 唯一 仿 射 变换 惠 < 
GZ(3) ， 使 得 E(Z) = 民 ， 并 且 更 = 轴 : 了 一 2 于 是 有 cr-iomEoc = 
几 : P(Z) 一 P(Z)， 

命题 2.6 设 / 是 射影 平面 P( 2) 上 的 一 条 直线 . 则 存在 划 < GZ(3) ， 
使 得 %=c omoc:P(Z) 一 P(2) 将 直线 1 变 成 无 穷 远 直 线 !-. 

定理 2.1 任 给 射影 变换 % : P(Z) 一 已 (2), 存在 唯一 ( 除 一 个 非 零 
因子 外 ) 一 个 Eee GL(3), 使 得 和 = orloEoe. 

证 明 设 %l-) =! 取 亚 <sGZ(3) 使 得 coEaiocl() = <. 于 是 ， 有 
orlo 和 iocobg 将 无 穷 远 直线 变 成 无 穷 过 直线 . 于 是 ,存在 < GZ(3) 
使 得 cl1o 有 iocob=orloE 和 aoc. 故 四 =orlo 亚 TI 亚 so 


定义 2.4 如 果 射 影 平 面 上 四 点 中 任意 三 点 不 共 线 ， 我 们 称 它 们 是 
处 于 一 般 位 置 上 . 
定理 2.2 任 给 射影 平面 上 处 于 一 般 位 置 上 的 两 组 点 {4, B,C, Dh}， 
存在 唯一 一 个 射影 变换 光 : P(Z) 一 P(2), 使 得 %4) = 4 和 B) = 也， 
g(C) =C OUD) 三 忆 - 
83 交 比 


定义 3.1 设 {i72,1a,0} 是 及 P” 中 共 线 的 四 个 不 同 点 ( 即 空间 中 
过 O 点 且 共 面 的 四 直线 ). 分 别 取 这 些 直 线 的 方向 向 量 {fal, az,as,a4}， 
则 这 些 共 面 向 量 中 的 任何 两 个 向 量 均线 性 无 关 ， 我 们 记 


a3 三 S1al 十 如 a2，a4 三 S23al 十 如 ao2， 


并 定义 慌 P” 中 共 线 四 点 {2,12,1a,14} 的 交 比 为 


51t2 


命题 3.1 交 比 (1172;1304) 的 定义 与 直线 方向 向 量 {al,az,as,a4} 的 
选取 无 关 . 


证 明 设 {ai,a2,as,a4} 分 别 是 {112,13,14} 另 一 组 直线 方向 向 量 ， 且 
a3 一 s1ad1 十 礁 a2，a4 一 55a1 十 友 a9. 
则 存在 非 零 实数 {pa, 所, ia 14} ， 使 得 
al 一 jial，ab0 = [oao，839 = [3a3s，a4 = 4a4. 


代入 上 式 ， 我 们 得 到 


故 有 


设 上 述 共 面 四 直线 {la,j2,1s,14} 交 射 影 平 面 P(Z) 于 共 线 的 四 点 
{41 42, 4s, 44}. 则 有 


一 
1=IO4l pn=IO4 =IO4] =IO44. 


邻 


O43 = s1041 十 1O42>， O44 =5s2041 十 1042. 


则 穿 易 得 到 ， 
二 = (42i4a) 王 = (4 4oi44) 


S1 2 


s2t1 (41,42;43) 
全 全 全 全 3 
由 


定义 1.6 射影 平面 P(2) 上 共 线 四 点 {41, 42, 4s, 44} 的 交 比 定义 
为 


(41, 42; 43) 二 4148 4244 
(44244) 大 再 有 4 


于 是 ， 我 们 有 (il2;1314) = (4142; 4344). 


命题 3.2 及 PP 中 共 面 四 线 ( P(Z) 中 共 线 四 点 ) 交 比 的 交 比 是 在 射 
影 变换 下 不 变量 , 


(4142; 4344) = 


10 


命题 3.3 交 比 不 变 ; 


命题 3.4 设 {41, 42, 4s, 44} 是 射影 平面 上 共 线 的 四 点 ， 则 有 
( (4241; 4344) = (4142; 4443) = (4142; 4344) 一 1 
(这 (4143; 4244) 一 1 一 (4142; 4344); 
(ii (4344; 4142?) 一 (4142; 4344). 
于 是 ， 如 果 设 (41 42; 4344) 二 必 ) 则 对 24 种 不 同 的 四 点 组 合 {4i， 4 记 4K， 4 
交 比 (4;47; 4x4) 可 取 六 种 不 同 的 值 : 
工 1 区 
{c1 一 cz 一 二 上 
命题 3.5 任 给 两 组 共 线 的 三 点 {4,B,CT 和 {4, BC ， 存 在 射 
影 变 换 g : P(Z) 一 P(2), 使 得 %4) = 4 0B) = 下 和 WC) =C 


命题 3.6 给 定 两 组 共 线 的 四 点 {4, 忆 ,CD 和 {4 ,BC D, 存 
在 射影 变换 % : PCZ) 一 P(2), 使 得 %4) = 4 %B) = 有 OOC)=C 
和 4D) = 也 的 充 要 条 件 是 (4B;CD) = (4 BC DJ)， 
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84 圆锥 曲线 的 射影 理论 


命题 4.1 任意 两 个 圆锥 曲线 均 射 影 等 价 . 


命题 4.2 {1,72,13,1 的 交 比 


Sin 013 Sin 024 
(ia2;1314) = 一 一 一 一， 
sin 023 Sin 014 


其 中 05 为 旋转 到 六 的 夹 角 ， 道 时 针 为 正 ， 顺 时 针 为 负 . 


定理 4.1(Steiner) 设 4l, 4?,4s,44 是 圆锥 曲线 工 上 不 同 的 四 个 
点 . 则 对 任何 点 PsIT 有 (P4i,P42>;P4s,P44) = ec， 其 中 ce 为 党 
数 ，( 当 尸 与 4; 重合 时 ， 令 P4; 为 4; 点 的 切线 . ) 


定理 4.2(Pascal) 圆锥 曲线 的 任意 内 接 六 边 形 的 三 对 对 边 交点 共 


二 。 
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命题 4.3 如 果 圆 锥 曲线 民 内 部 一 点 忆 , 存在 射影 变换 办 使 得 
%) = 工 为 一 个 圆 ， 并 且 已 = %(P) 为 圆 工 的 中 心 . 


命题 4.4 任 给 圆锥 曲线 工 上 的 两 点 QuQ2, 以 及 工 内 部 的 一 点 书 ， 
存在 以 忆 为 不 动 点 的 射影 变换 力 使 得 %I) = 工 并 且 %Qi) =Q@2. 


定义 4.1 设 工 是 一 条 圆锥 曲线 .如果 两 点 已 Q es P(2) 使 得 PQ 
连 线 交 工 于 41, 42, 并 且 (4142; PQO) = -1 我们 称 已 @ 为 关于 工 的 
一 个 调和 共 斩 . 

命题 4.5 如 果 书 落 在 工 的 内 部 ， 则 所 有 与 忆 调和 共 斩 的 点 Q 构 
成 工 外 部 的 一 条 直线 CP) ( 称 为 尸 点 的 极 线 ) 
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命题 4.6 如 果 尸 落 在 工 的 外 部 , 过 尸 作 工 的 切线 ， 切 点 为 Qi 和 
@2. 则 所 有 与 忆 调和 共 斩 的 点 Q 构成 了 内 部 的 弦 Q1Q>. 


命题 4.7 圆锥 曲线 的 焦点 环 的 极 线 是 它 所 对 应 的 准 线 . 


定义 4.2 如 果 Ps ， 我 们 定义 它 所 对 应 的 极 线 4(P) 为 尸 点 处 
的 切线 . 
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定义 4.3 我 们 称 P(2) 上 由 书 一 4P) 定义 的 点 线 对 偶 为 关于 圆锥 
曲线 工 的 配 极 映射 . 


命题 4.5 配 极 映射 将 两 点 连 线 变 成 两 线 交 点 。 


定理 4.3(Brianchon) 圆锥 曲线 的 任 一 外 切 六 边 形 的 三 对 对 顶点 的 
连 线 共 点 . 


85 射影 坐标 系 


定义 5.1 设 及 P2? 是 过 O 点 的 所 有 直线 构成 的 射影 平面 ， 我们 取 
5 中 的 仿 射 标 架 {Oi et ez,es}.， 令 Y 是 所 有 以 O 点 为 起 点 的 向 量 
构成 的 向 量 空 间 。 则 任何 一 个 非 零 向 量 a 有 坐标 (al, az,as). 对 任何 
实数 入 入 0 ， 向 量 Xa 和 a 决定 唯一 的 过 O 点 的 直线 .我们 记 向 量 
a 三 (al,a2,a3) 所 决定 的 直线 / 为 [(ai, az,as)] < 了 RP2. 则 有 


[Maa,az,as)] = [(eiaz,as)] 
我 们 称 [(cl, az, as)] 为 1e 有 已” 的 齐 次 坐标 . 
于 是 ， 有 
阳 忆 = {[(cy zw 包 人 < 及 (0 


射影 平面 及 P2 中 过 点 4 = [(alaz,asj] 和 也 = [(0,02,203)] 的 射影 直 
线 ! 可 以 表 成 


1 一 {IA(an oa;as) 十 ARCOaboba)] | (NA E 开 \{0] 
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所 有 问 量 (z,y, >) = A(al,a2,as) 十 AOL 2,03) 落 在 一 张 过 O 点 的 平面 
上 ， 它 的 方程 为 


光 1/ 儿 
Q1 Q2 QQ3 一 0， 
1 Do 0 
或 写成 
aa 十 by 十 cz = 人 0， 
其 中 
|Q2 403 Eee Q1 QQ3 |Q1 02 
ba 0 0 pb” ”| 0 


于 是 ， 了 P” 中 的 一 条 射影 直线 可 以 表 成 
1 一 {[(z,yz)]|az+bo 二 cz=0}. 
我 们 记 射 影 直线 ! 的 齐 性 坐标 为 [(o, 9)]. 
命题 5.1 设 书 = [(z,y2)] 是 射影 平面 及 P” 中 的 一 个 点 ,而 射影 直 
线 ! 的 齐 性 坐标 为 [(w 2 oj. 则 书 落 在 ! 上 当 且 仅 当 az 十 吃 十 cz = 0 
命题 5.2 射影 平面 及 P2 中 三 点 4 = [(ai,aa,as)], 已 = [(op2,pa)] 
和 C = [(ci cz,cs)] 三 点 共 线 的 充 要 条 件 是 


Q1 QQ2 403 
阅 pb 0 


一 :0: 


命题 5.3 射影 平面 及 P2 中 三 射影 直线 alz + aay 十 aasz = 0,， 017 十 
py 十 baz=0 和 ciz+cy+cz=0 交 于 一 点 的 充 要 条 件 是 


Q1 QQ2 43 


说 有 2 中 =0. 


命题 5.4 了 及 P2 = 2 UI。, 其 中 
= {lleo 可 1z 关 0={ 信 DG 及 = (2) ER 
为 过 es 终点 且 平 行 于 {el,ez} 的 平面 ， 而 


1 ={[(0| (2 仿 <RA{0)) 


16 


命题 5.5 任何 射影 变换 更 : 及 P 一 及 P2 有 坐标 表示 


Q11 Cl12  Q13 化 
U 二 Q21  Q22  Q23 V ) 
2 Q31  Q32 033 之 


命题 5.6 21 上 的 任何 仿 射 变 换 瑞 : 21 一 2 有 坐标 表示 


人 Q11 Cl12  Q13 化 
|=|a2l az ao2s 2 | ， 
1 0 0 1 业 


命题 5.7 任 给 射影 平面 玉 P” 上 处 于 一 般 位 置 上 的 四 点 {2 72,13,14}， 


Q11 QI2 13 
Q21 QQ22 023 
Q31  Q32  Q33 


关 0 


Q11  Q12 
Q21 0Q22 


关 0 


存在 中 的 仿 射 坐标 系 {Oi et, ez,ea}, 使 得 


/1 三 [0, 0)]， /2 三 [0,1 0)]， /3 三 【0, 0， 1)]， /4 一 [1 1， 1)]. 


命题 5.8 设 忆 为 严 中 的 一 张 平面 ，O 为 平面 2 外 一 点 . 则 任 给 


射影 平面 P(Z) 上 处 于 一 般 位 置 上 的 四 点 {4i, 42, 43, 44}, 存在 下 中 
的 仿 射 坐标 系 {O; el, ez,es}, 使 得 


坟 1 = [1 0, 0)]， 42 一 [0,1 0)]， 43 = 【0, 0， 1)]， 44 一 [1， 1, 1)|. 


例子 用 齐 次 坐标 法 证 明 Desargues 定理 令 
4=[(10,0)]， 玉 = |[(0,10)]，C = [(0,0,1]， 书 = [二 IT)]. 


则 直线 方程 


4PBP={z2=0 BC=1=0} 4C={2z=01. 


由 于 {4 4, Ph {B 2 三 } 和 {C CPP 共 线 ， 可 设 4 = [oa, 1 1)]， 


为 


刀 =[ 和 2 和 涉 =[GLo 可 .于 是 4B BC 和 CA4 的 方程 分 别 


(1 一 bz+(1 一 ay+(a 一 1)z=0; 
(pc 一 JJz 二 (1 一 cy 十 (1 一 几 z 王 0 
(1 -oz+(ac 一 LVy+(1 一 az=0. 
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可 以 计算 48B 与 4 的 交点 M = [ao 一 1 一 凡 0)], BC 与 BC 的 交 

点 NW=[(020 一 11-oc,4C 与 4C0 的 交点 =[(-awoc-3)]. 由 

平 

aa 一 1 1 一 0 
0 0 一 1 1 一 c 

工 一 Q 0 cC 一 工 


一 0， 


定理 得 证 . 
记 玉 PP = 2 UI-. 则 平面 2 上 的 直线 
oo 十 有 +c=0 
在 齐 次 坐标 系 下 的 方程 为 
ar 十 by 十 cz 一 0; 
平面 2 上 的 二 次 曲线 
al1 人 2 十 2a1221 和 十 aoz 妇 十 2a13 人 十 2a2s 人 十 as 一 0 
在 齐 次 坐标 系 下 的 方程 为 


ad122 十 2a1227 十 ao22212 十 2a1372 十 2a23V2 十 aa3322 一 0. 


Q11 CQwl12  Q13 
从 三 (Z, 2 2)， 4=|a2l ao22 CQ23 |」 ， 


Q31  Q32 433 


记 


则 了 P” 中 的 二 次 曲线 工 可 表 成 
FF={[C1X4X = 0 


特别 是 ， 21 中 的 椭圆 z2/o2 + 2/ 妈 一 1 = 0 对 应 


21 中 的 双 曲 线 z2/o 一 好 / 归 一 1=0 对 应 


一 点 0 
4 = 0 0 | ; 
0 1 


18 


己 双 = 


21 中 的 双 曲 线 刀 - 2cy = 0 对 应 


1 0 0 
4=10 0 ---c|. 
0 一 c 0 


定理 5.1 射影 平面 上 处 于 一 般 位 置 上 的 五 点 可 唯一 确定 通过 它们 
的 一 个 圆锥 曲线 . 
证 明 任 给 射影 平面 上 处 于 一 般 位 置 上 的 五 点 {4, 也 ,C, 也 ,一 }. 我 们 可 
以 取 齐 次 坐标 系 ， 使 得 
4 = [1 0, 0)]， 已 = [0， 1, 0)]， C 三 【0, 0， 1)]， 咏 == [1 1， 1)]， 刁 三 [(A, AZ) 
代入 二 次 曲线 方程 ， 得 到 

all 三 022 三 033 三 0，al2 十 al13 十 023 三 0， 和 al2 十 Wal3 十 va23 三 0. 
因为 万 夭 古 , 得 到 
al2 :al13:a23 三 (4 一 站) : (2 一 入):( 入 一 几 ). 
所 以 过 {4, 忆 ,C, 厂 , 瑟 } 的 圆锥 曲线 工 唯一 存在 ， 为 
(一 Z)zy 十 (7 一)Zzz 十 (入 一 由 yz = 0. 


定理 证 毕 . 

设 工 是 及 P2 中 的 一 条 圆锥 曲线 .我 们 在 到 中 取 定 仿 射 坐标 系 
{Oielezes} ， 则 圆锥 曲线 工 的 齐 次 方程 可 写成 

[={EIIX4X=0}， 

其 中 和 = (zy2z)，[X] 表示 向 量 u = zel + ye + zes 所 定义 的 直线 ， 
而 4 是 一 个 对 称 的 3 x 3 抢 阵 ， 它 的 特征 值 非 负 . 

定理 5.2 设 工 = {EX]|1X'4X = 0} 为 及 P2 中 的 圆锥 曲线 ,已 = [] 
和 Q@=[ 呈 ] 是 民 外 的 两 点 ， 它 们 的 连 线 交 工 于 两 点 4, 42. 则 P, Q 
关于 工 调和 共 斩 当 且 仅 当 了 4 = 0. 
证 明 我 们 记 


41 = 由 普 十 厂 ]，42 = 由 了 十 殉 ]. 
由 于 4 42 在 DT 上 ， 则 所, 刀 满足 方程 (tY 十 丈 ) 4 十 丈 ) =0, 即 
(7VY'4W) 妇 二 2(74T)E+( 太 4) = 0. 
因为 (4142; PQO) = 刀 /, 所 以 
(4142; PO) = -1 今 三 十 妇 =0 今 V 4 了 =0. 
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